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RESUMO
Esta monografia e´ o resultado de um estudo sobre a Cubagem Rigorosa,
tambe´m conhecida como Cubagem de A´rvores. Veremos inicialmente as
unidades de medidas e os conceitos matema´ticos envolvidos no texto.
Em seguida a importaˆncia da Dendrometria com os tipos de medidas
a serem realizados nas a´rvores. E´ tambe´m apresentado o diaˆmetro e
altura, medidas importantes na mensurac¸a˜o florestal. Na sequeˆncia, o
eixo principal desse trabalho, a determinac¸a˜o do volume de um tronco
de a´rvore, usando me´todos de cubagem tais como Smalian, Huber e
Newton. Por fim, um plano de aula que direciona a aplicac¸a˜o do me´todo
de Smalian com os alunos em uma atividade no campo.
Palavras-chave: Cubagem Rigorosa, Cubagem de A´rvores, Unidades
de Medidas, Conceitos Matema´ticos, Dendrometria, Diaˆmetro, Altura,
Volume, Smalian, Huber, Newton.

ABSTRACT
This monograph is the result of a study about rigorous cubing, also
known as Tree Cubing. Initially, we will see measurement units and
the mathematics concepts used in this dissertation. Next , we will
talk about the importance of Dendrometry and the principal types of
measures made in the trees. Subsequently, we present the main axis of
this work, the volume determination of a tree trunk, using methods of
cubic weight such as Smalian, Huber and Newton. Finally, a lesson plan
that directs the application of the Smalian method with the students
in a field activity.
Keywords: Rigorous Cubing, Tree Cubing, Measure Units , Mathe-
matical Concepts, Dendrometry, Diameter, Height, Volume, Smalian,
Huber, Newton.
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INTRODUC¸A˜O
Ao se vender um determinada quantidade de a´rvores para ser
comercializada, qual seria o paraˆmetro para se estipular o prec¸o dessas
a´rvores? A resposta e´ o volume delas. O volume de madeira plantada
e´ uma informac¸a˜o essencial e saber quantifica´-lo da forma mais pre-
cisa poss´ıvel foi objeto de pesquisa ao longo dos anos por pesquisadores
da a´rea florestal. O me´todo mais simples de estimativa e quantifica-
c¸a˜o de madeira e´ a Cubagem Rigorosa, popularmente conhecida como
Cubagem de A´rvores.
O presente texto tem como finalidade expor alguns me´todos de
Cubagem de A´rvores que visam medir principalmente o volume de tron-
cos e toras. Sera˜o apresentadas as principais fo´rmulas de cubagem mais
usadas, todas denominadas pelos nomes de seus proponentes: Smalian,
Huber e Newton. Tais fo´rmulas, que sa˜o definidas a partir dos so´li-
dos de revoluc¸a˜o conhecidos como Proto´tipos Dendrome´tricos, utilizam
medidas de diaˆmetros ao longo de diversas posic¸o˜es do tronco.
Este trabalho, intitulado com Cubagem de A´rvores reune infor-
mac¸o˜es de va´rios autores (ver refereˆncia bibliogra´fica) da a´rea florestal
que se dedicaram ao tema e que tem como objetivo esclarecer a men-
surac¸a˜o de diaˆmetro e altura, culminando na mensurac¸a˜o do volume.
Finalmente, e´ apresentado um Plano de Aula que tem como meta
colocar os alunos do ensino me´dio no campo para a Cubagem de uma
A´rvore.
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1 CONCEITOS BA´SICOS
Neste cap´ıtulo, apresentamos um glossa´rio que esclarecera´ ter-
mos te´cnicos relacionados a a´rea florestal, alguns conceitos matema´ti-
cos ba´sicos envolvidos no transcorrer deste trabalho e as unidades do
sistema me´trico decimal com a conversa˜o para o sistema ingleˆs.
1.1 GLOSSA´RIO
A´rea Basal: E´ a soma das a´reas transversais de a´rvores individuais a
1, 30 metros do solo, numa parcela ou num hectare. E´ dada em m2 por
unidade de a´rea, mais comumente em m2/ha.
Con´ıferas: Constituem uma ordem de plantas gimnospermas, as quais
se caracterizam por apresentar sementes descobertas e flores pouco vis-
tosas, pois carecem de pe´talas. Apresentam folhas aciculadas (forma de
agulhas). Normalmente de tronco reto com formatos em geral piramidal
ou alongada, com algumas espe´cies de aspecto umbelado (semelhante
a um guarda-sol). T´ıpicas de climas temperados e frios. Veja a Figura
1.b
Copa: E´ a parte superior da a´rvore ou de outra planta lenhosa, formada
por ramificac¸o˜es e folhagens.
Folhosas: Constituem uma ordem de plantas angiospermas, ao quais
se caracterizam pelas folhas latifoliadas (largas e grandes), frutos com
sementes envolvidas por uma casca e flores muitas vezes vistosas. Veja
a Figura 1.a
Fuste: E´ a parte principal do tronco de uma a´rvore, aquela situada
entre o solo e as principais ramificac¸o˜es. Em suma, e´ a parte mais
vis´ıvel do tronco de uma a´rvore.
Inventa´rio Florestal: Consiste no uso de fundamentos de amostragem
para determinac¸a˜o ou estimativa de caracter´ısticas florestais. Tem
como finalidade conhecer o estoque presente da floresta e identificar
o potencial da floresta, base para os estudos de crescimento e produ-
c¸a˜o. O inventa´rio pode ser cont´ınuo, que e´ a ferramenta ba´sica que o
Engenheiro Florestal dispo˜e para conhecer as mudanc¸as que ocorrem
na floresta oriundas de pertubac¸o˜es naturais e humanas. Conhecendo
essas mudanc¸as, e´ poss´ıvel planejar a utilizac¸a˜o da floresta, sem causar
preju´ızos ao ecossistema florestal.
Sapopemas: Sapopema e´ uma palavra originada do tupi Sau’pema, que
significa raiz chata. Sa˜o extenso˜es achatadas (tabulares) da parte su-
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perior das ra´ızes superficiais, que funcionam como estruturas de sus-
tentac¸a˜o das a´rvores. Veja a Figura 2.
Figura 1: a)Folhosa b)Con´ıfera
Figura 2: A´rvore com Sapopemas
1.2 CONCEITOS MATEMA´TICOS BA´SICOS
1.2.1 Aplicac¸o˜es da Integral - Volumes de So´lido de Revoluc¸a˜o
Seja f : [a, b] −→ R uma func¸a˜o cont´ınua tal que f(x) ≥ 0, para
todo x ∈ [a, b]. Consideramos o so´lido de revoluc¸a˜o obtido pela rotac¸a˜o
da regia˜o limitada pelo eixo Ox e pelo gra´fico de f em torno do eixo
Ox (Figura 3).
Considere a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b uma
partic¸a˜o do intervalo [a, b] e, para cada subintervalo da partic¸a˜o, escolha
um ponto ξi ∈ [xi−1, xi]. O volume do cilindro de raio f(ξi) e altura
∆xi = xi − xi−1 e´ dado por:
∆Vi = pi [f(ξi)]
2
∆xi.
A soma desses volumes,
n∑
i=1
∆Vi =
n∑
i=1
pi [f(ξi)]
2
∆xi
25
Figura 3: Revoluc¸a˜o da Regia˜o sob o Gra´fico da Func¸a˜o
e´ uma soma de Riemann e, na medida em que tomamos partic¸o˜es mais
e mais finas, os cilindros empilhados formam um so´lido que se parece
cada vez mais com o so´lido de revoluc¸a˜o original. Como a func¸a˜o f
e´ cont´ınua, a func¸a˜o g(x) = pi [f(x)]
2
tambe´m e´ cont´ınua. Podemos
enta˜o estabelecer a definic¸a˜o a seguir:
Definic¸a˜o 1. O volume V do so´lido obtido pela revoluc¸a˜o da regia˜o
sob o gra´fico da func¸a˜o cont´ınua, na˜o negativa, f : [a, b] −→ R em torno
do eixo Ox e´
V = lim
ma´x∆xi→0
n∑
i=1
pi [f(ξi)]
2
∆xi =
∫ b
a
pi [f(x)]
2
dx.
1.2.2 Me´dias
Uma me´dia de uma lista de nu´meros e´ um valor que pode subs-
tituir todos os elementos da lista sem alterar uma certa caracter´ıstica
da lista. Se essa caracter´ıstica e´ a soma dos elementos da lista, obte-
mos a mais simples de todas as me´dias, a me´dia aritme´tica. A me´dia
aritme´tica (simples) da lista de n nu´meros reais positivos x1, x2, . . . , xn
e´ um valor positivo x tal que x1 +x2 + . . .+xn = x+x+ . . .+x = nx.
Portanto, temos a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 2. A me´dia aritme´tica da lista de n nu´meros reais positivos
x1, x2, . . . , xn e´ definida por
x =
x1 + x2 + . . .+ xn
n
.
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Se a caracter´ıstica a ser considerada for o produto dos elementos
da lista, obteremos a me´dia geome´trica. A me´dia geome´trica (simples)
dos n nu´meros reais positivos x1, x2, . . . , xn e´ um valor positivo g tal
que x1.x2 . . . xn = g.g . . . g = g
n. Portanto, temos a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 3. A me´dia geome´trica da lista de n nu´meros reais positivos
x1, x2, . . . , xn e´ definida por
g = G(x1, x2, . . . , xn) = n
√
x1.x2 . . . xn .
Vamos provar que para dois nu´meros positivos x1 e x2, a me´-
dia aritme´tica (x = Ma) e a me´dia geome´trica (g = Mg) satisfazem
Ma>Mg. De fato!
Ma −Mg = x1 + x2
2
−√x1.x2 = x1 + x2 − 2
√
x1.x2
2
=
(
√
x1 −√x2)2
2
> 0
=⇒Ma −Mg > 0.
Logo, Ma>Mg.
1.2.3 A´reas, Per´ımetros e Volumes
Apresentamos aqui a fo´rmulas de per´ımetros e a´reas de figuras
planas, assim como, fo´rmulas de volume de so´lidos, que ira˜o aparecer
no transcorrer desse texto.
Tabela 1: Per´ımetros e A´reas
Legenda
a = semi eixo maior C = comprimento r = raio
b = semi eixo menor D = diaˆmetro A = a´rea
Figura Plana Diagrama Fo´rmula
C´ırculo A=
piD2
4
C=2pir=piD
Elipse
A=piab
C≈pi
[
3(a+b)−
√
(3a+b)(a+3b)
]
Na Tabela 1, sobre a fo´rmula do per´ımetro da elipse, o famoso
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matema´tico indiano Srinivasa Ramanujan descobriu esta aproxima-
c¸a˜o mais precisa. Na tabela 2, sobre o so´lido geome´trico Neilo´ide, o
qual na˜o e´ exposto em um curso de graduac¸a˜o de matema´tica, sera´
apresentado na sec¸a˜o 4.2.
Tabela 2: Volumes
Legenda
h = altura Ab = a´rea da base At = a´rea de uma sec¸a˜o su-
perior
r = raio v = volume d = distaˆncia da base ate´ a
sec¸a˜o intermedia´ria
So´lido Diagrama Fo´rmula
Cilindro v=Abh
Cone
v=
Abh
3
v= d3 (Ab+
√
AbAt+At)
Neilo´ide
Tronco
Neilo´ide
v=
Abh
4
v= d
4
(Ab+
3
√
(Ab)
2At
+ 3
√
Ab(At)
2+At)
Parabolo´ide
Tronco
Parabolo´ide
v=
Abh
2
v= d2 (Ab+At)
1.3 UNIDADES DE MEDIDAS
Um grande nu´mero de unidades de medidas foi criado e desen-
volvido ao longo da histo´ria da humanidade. Hoje em dia, o sistema
de medidas esta´ reduzido basicamente a dois: o sistema me´trico, usado
na maioria dos pa´ıses e o sistema ingleˆs, usado em alguns pa´ıses de
l´ıngua inglesa. No Brasil, usamos o sistema me´trico encorpado pelo
Sistema Internacional de Unidades - SI, adotado desde 1962. Todas as
medidas realizadas devem ser expressas dentro desse sistema, evitando
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assim, questionamentos legais com relac¸a˜o a contratos de prestac¸a˜o de
servic¸os e de compra e venda de madeira.
As principais grandezas f´ısicas medidas ou estimadas com suas
respectivas unidades de medida e simbologia apresentamos na Tabela
3 abaixo:
Tabela 3: Grandeza
Grandeza Unidade de Medida S´ımbolo
Comprimento Metro m
A´rea Metro quadrado m2
Hectare ha
Volume Metro Cu´bico m3
Massa Quilograma kg
Tonelada t
Aˆngulo Plano Graus o
Massa Espec´ıfica Quilograma por metro cu´bico kg/m3
Grama por cent´ımetro cu´bico g/cm3
Mas em algumas situac¸o˜es, as medidas necessitam ser converti-
das em outras, visto que:
• o sistema ingleˆs e´ o sistema ba´sico de mensurac¸a˜o florestal nos
Estados Unidos e em outros centros, onde a cieˆncia florestal e´
bem desenvolvida.
• alguns instrumentos fornecem estimativas no sistema ingleˆs (po-
legadas, pe´s, etc).
Para isto, devemos utilizar fatores de conversa˜o de unidades de
medida do sistema me´trico decimal e sistema ingleˆs. Eis alguns exem-
plos colocados na Tabela 4 abaixo:
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Tabela 4: Conversa˜o de Unidades
Sistema Ingleˆs Sistema Me´trico
Unidades de Comprimento
1 Polegada (inch, in) 2, 54 cm
1 Pe´ (foot, ft) 30, 48 cm
1 Jarda (yard, yd) 91, 44 cm
1 Milha (mile, mi) 1609, 3 m
Unidades de A´rea
1 Milha Quadrada (square mile, mi2) 258999, 7 m2
1 Acre (ac) 4046, 87 m2
1 Jarda Quadrada (square yard, yd2) 0, 836131 m2
1 Hectare (ha) 10000 m2
Unidades de Volume
1 Polegada Cu´bica (cubic inch, in3) 16, 3871 cm3
1 Pe´ Cu´bico (cubic foot, ft3) 28317 cm3
1 Gala˜o (gal) 3785, 43 cm3
Unidades de Massa ou Peso
1 Onc¸a (ounce, oz) 28, 34953 g
1 libra (pound, lb) 453, 592 g
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2 DENDROMETRIA
Desde a utilizac¸a˜o da madeira na construc¸a˜o de casas, artefatos,
mo´veis e objetos, que o uso de me´todos de quantificac¸a˜o da madeira
vem sendo adotados para auxiliar na compra e venda. Quando haviam
florestas em abundaˆncia, compradores e vendedores na˜o exigiam que as
medidas das quantidades de madeiras comercializadas fossem rigoro-
sas. A crescente escassez de madeira provenientes de florestas em a´reas
nativas, trouxe como consequeˆncia a elevac¸a˜o do valor da madeira e
seus produtos, e assim tanto vendedores como compradores almejavam
conhecer, com suficiente precisa˜o, aquilo que vendiam ou compravam.
Assim sendo, no setor florestal, foram, e ainda continuam sendo, desen-
volvidas e aperfeic¸oadas te´cnicas e me´todos de medic¸a˜o e avaliac¸a˜o de
produtos e subprodutos madeireiros, tendo em vista as exigeˆncias de
objetivos comerciais. Dentro desse contexto, enquadra-se a DENDRO-
METRIA (DENDRON do Grego, que significa a´rvore e METRIA do
Latim, que significa medida), ao qual e´ uma ramo da cieˆncia florestal
que trata de medidas e/ou estimativas de a´rvores e florestas, de seus
produtos e de suas dinaˆmicas de crescimento.
Numa definic¸a˜o mais ampla, pode-se se afirmar que a Dendome-
tria se encarrega:
• do estudo da forma e das relac¸o˜es dendome´tricas a n´ıvel de a´rvore
e do povoamento florestal;
• da determinac¸a˜o da idade, crescimento e produc¸a˜o da a´rvore e da
floresta;
• da determinac¸a˜o das dimenso˜es, volume e peso de a´rvores em pe´
ou derrubadas.
A seguir, apresentamos os tipos de medidas a serem realizadas
nas a´rvores, os erros de medic¸a˜o divididos em categorias e a padroni-
zac¸a˜o de s´ımbolos florestais na mensurac¸a˜o florestal.
2.1 TIPOS DE MEDIDAS
Ha´ treˆs fatores que determinam a escolha das medidas a serem
realizadas nas a´rvores:
• a facilidade e a velocidade que as medidas podem ser realizadas;
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• a exatida˜o com que podem ser feitas;
• correlac¸a˜o entre as medidas e as caracter´ısticas a`s quais se dese-
jam uma estimativa.
Dentro deste contexto, as medidas podem assim ser consideradas:
2.1.1 Medidas Diretas
Sa˜o medidas ao alcanc¸e direto do operador, tomadas diretamente
sobre a a´rvore. Como exemplo, temos as medic¸o˜es de diaˆmetros de
a´rvores em pe´ ou derrubadas, os comprimentos das toras, a espessura
da casca, as alturas das a´rvores abatidas, entre outras.
2.1.2 Medidas Indiretas
Sa˜o medidas feitas sem que haja contato direto do operador com
o objeto medido. Como exemplo, temos medidas de altura e volume
das a´rvores em pe´.
2.1.3 Medidas Estimadas
Sa˜o medidas feitas em parte da populac¸a˜o ou de povoamento
florestais. Sa˜o baseadas em me´todos estat´ısticos e e´ bastante utilizada
pelo fato de ser econoˆmica e de se ganhar tempo, pois sa˜o tomadas em
a´reas amostrais e extrapoladas para o conjunto total atrave´s de cur-
vas, equac¸o˜es, tabelas, etc. Quando bem planejada, oferece resultados
bastante precisos.
2.2 ERROS DE MEDIC¸A˜O
Os erros de medic¸a˜o de uma grandeza podem ser minimizados.
Eles sa˜o divididos nas seguintes categorias:
I Erros Sistema´ticos
Sa˜o causados por defeitos no instrumento de medic¸a˜o ou inabi-
lidade do operador em manusear o instrumento.
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I Erros de Estimativa
Sa˜o erros provenientes de amostragens. Na pra´tica florestal, na˜o
se deve fornecer um valor me´dio exato, mas sim um intervalo limitado
que, com um n´ıvel de significaˆncia determinado, conte´m o valor real.
I Erros Acidentais
Sa˜o os erros cometidos por engano ou descuido do operador ou
do registrador da informac¸a˜o.
I Erros Compensantes
Sa˜o causados por arredondamento, na˜o dependendo do instru-
mento nem do operador.
2.3 PADRONIZAC¸A˜O DE SI´MBOLOS FLORESTAIS
Na literatura florestal, a diversificac¸a˜o de s´ımbolos foi fator de
grande confusa˜o nos meios te´cnicos. Em 1959, a Unia˜o Internacional
das Organizac¸o˜es de Pesquisa Forestal (IUFRO - International Union
of Forestry Research) publicou uma recomendac¸a˜o para a padronizac¸a˜o
de s´ımbolos na mensurac¸a˜o florestal.
Na Tabela 5 colocamos os principais s´ımbolos usados no presente
texto referentes a circunfereˆncia, diaˆmetro, altura, a´rea transversal,
a´rea basal (Ver Sec¸a˜o 1.1 - Glossa´rio) e volume.
Tabela 5: Circunfereˆncia – Diaˆmetro – Altura – A´rea – Volume
S´ımbolos Significado
c Circunfereˆncia da a´rvore medida a 1, 30 m do solo
d Diaˆmetro da a´rvore medida a 1, 30 m do solo
d0,7 Diaˆmetro tomado a 70% da altura total da a´rvore
h Altura total a´rvore, da base ao a´pice
g A´rea transversal ou seccional (perpendicular ao eixo da
a´rvore) medida a 1, 30 m do solo
G A´rea Basal a 1, 30 m do solo
v Volume total da a´rvore
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3 DIAˆMETRO E ALTURA
Neste cap´ıtulo, apresentamos o diaˆmetro e a altura, medidas
importantes na mensurac¸a˜o florestal. Faremos tambe´m uma breve a-
presentac¸a˜o dos instrumentos utilizados para efetuar tais medidas.
3.1 DIAˆMETRO DAS A´RVORES
Dentre as varia´veis mensura´veis em uma a´rvore e no povoamento
florestal, o diaˆmetro e´ a mais importante e por extensa˜o, a circunfereˆn-
cia (Ver Figura 4). E´ feita sobre a porc¸a˜o lenhosa das a´rvores, isto e´,
tronco principal de uma a´rvore em pe´, seus galhos, ou porc¸o˜es corta-
das. Desta medida, podemos calcular a a´rea de secc¸a˜o transversal e o
volume de uma a´rvore. Em geral, nas medic¸o˜es florestais, o diaˆmetro e
circunfereˆncias sa˜o expressos em cm.
Figura 4: Diaˆmetro e Circunfereˆncia de uma A´rvore T´ıpica
3.1.1 Diaˆmetro a` Altura do Peito
Ate´ o in´ıcio do se´culo XX as medic¸o˜es de diaˆmetro eram tomadas
em diferentes alturas pro´ximas da base. Com o passar dos anos a me-
dic¸a˜o do diaˆmetro de a´rvores em pe´ passou a ser feita como refereˆncia
a 1, 30 m a partir do n´ıvel do solo. O diaˆmetro medido a esta altura
e´ denominado por DAP (Dia^metro a` Altura do Peito), simbolizado
por d. Ale´m de DAP , podemos ter CAP , que significa Circunfere^n-
cia a` Altura do Peito e simbolizado por c.
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A adoc¸a˜o desta altura para se medir o DAP , que e´ largamente
difundida na atividade florestal, tem basicamente as seguintes razo˜es:
• e´ uma forma de padronizac¸a˜o, na˜o dependendo da altura do ope-
rador;
• nessa altura o tronco da maioria das a´rvores esta´ livre de sapope-
mas (Ver Sec¸a˜o 1.1 - Glossa´rio);
• a altura do peito e´ uma posic¸a˜o que facilita o trabalho e manuseio
dos instrumentos de medic¸a˜o.
3.1.2 Importaˆncia do DAP
A seguir listamos algumas razo˜es que fazem com que o DAP
ou CAP sejam considerados como as medidas mais importantes de se
tomar em uma a´rvore:
• sa˜o medidas mais acess´ıveis de se obter em uma a´rvore
• sa˜o varia´veis envolvidas no ca´lculo, por exemplo, de a´rea trans-
versal g.
Considerando que a secc¸a˜o transversal do fuste (Ver Sec¸a˜o 1.1 -
Glossa´rio) se aproxime da forma circular, sabemos que
c = 2pir = pid =⇒ r = c
2pi
=
d
2
.
Logo, em termos da a´rea transversal g, segue que
g = pir2 =
c2
4pi
=
pid2
4
.
Caso o raio r ou circunfereˆncia c ou diaˆmetro d estejam em cent´ı-
metros, para obter a a´rea transversal g em metros quadrados, as
fo´rmulas da a´rea podem ser reescritas como
g =
pir2
10000
=
c2
40000pi
=
pid2
40000
.
• O grau de ocupac¸a˜o do terreno florestal (densidade do povoa-
mento) e´ expresso como a´rea basal (G) por hectare de um povo-
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amento, ao qual e´ determinada pela somato´ria das a´rea transver-
sais de todas as a´rvores existentes nesse hectare, ou seja
G =
n∑
i=1
gi.
Os diaˆmetros tambe´m podem ser medidos em posic¸o˜es diferentes,
como por exemplo o diaˆmetro tomado a 70% da altura total da a´rvore
(d0,7). Isto depende da necessidade do trabalho ou estudo a ser feito.
3.1.3 Ponto de Medic¸a˜o
Nem sempre e´ poss´ıvel medir o diaˆmetro a` altura do peito (DAP )
em seu ponto convencionado. Na Figura 5, mostramos algumas situ-
ac¸o˜es pra´ticas encontradas em uma floresta, bem como os respectivos
Ponto de Medic¸a˜o do Diaˆmetro (PMD).
Figura 5: PMD em Situac¸o˜es Pra´ticas
As a´rvores com no´ ou dilatac¸a˜o como mostra a Figura 5 e ainda
a´rvores com sapopema ou ra´ızes ae´reas, tem seu PMD 30 cm acima do
te´rmino dessas anomalias.
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O ponto de medic¸a˜o do DAP varia em alguns pa´ıses. Veja a
Tabela 6:
Tabela 6: Ponto de Medic¸a˜o do DAP
Pa´ıs Altura da Medic¸a˜o (m)
Pa´ıses que adotam o sistema me´trico 1, 30
Estados Unidos 1, 35
Japa˜o 1, 25
Reino Unido 1, 29
3.1.4 Instrumentos de Medic¸a˜o de Diaˆmetros
Os instrumentos usados para a determinac¸a˜o do diaˆmetro das
a´rvores sa˜o va´rios, alguns para a´rvores em pe´ e outros para a´rvores
derrubadas. A escolha de qual usar depende da praticidade, custo e a
finalidade do trabalho de medic¸a˜o. Mencionaremos aqui basicamente a
suta e a fita diame´trica.
• SUTA
Este instrumento consiste de uma re´gua graduada (as digitais
possuem um visor) com dois brac¸os perpendiculares a` ela e pa-
ralelos entre si, sendo um brac¸o fixo e o outro mo´vel que desliza
sobre a re´gua graduada. Feitas de ac¸o ou liga de alumı´nio, sa˜o
indicadas para diaˆmetros abaixo de 60 cm (graduac¸a˜o da suta em
cent´ımetros com os submu´ltiplos em mil´ımetros), visto que sutas
grandes sa˜o pesadas para manuseio. Na Figura 6 mostramos como
se procede a medic¸a˜o do diaˆmetro com uma suta digital.
Figura 6: Medic¸a˜o de Diaˆmetro com a Suta
Para minimizar os erros de medic¸a˜o com este instrumento, ela
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deve estar sem defeito, brac¸os paralelos entre si, brac¸os e re´gua
posicionados em u´nico plano, e por fim a re´gua e os brac¸os devem
tocar o ponto de medic¸a˜o do diaˆmetro.
• FITA DE DIAˆMETRO
Este instrumento consiste de um tipo de trena feita de ac¸o ou
nylon ao qual conte´m duas escalas de medida, uma em cada face
da fita. Uma escala possui graduac¸a˜o em cent´ımetros (com sub-
mu´ltiplos em mil´ımetros) para medir circunfereˆncia. A outra es-
cala com graduac¸a˜o em unidades de diaˆmetro possibilita a leitura
direta do diaˆmetro em cent´ımetros. Algumas fitas diame´tricas
possuem um gancho em uma extremidade que pode ser fixado no
tronco para manter a fita firme no lugar, enquanto as medic¸o˜es
esta˜o sendo feitas. A conversa˜o de circunfereˆncia para diaˆmetro e
vice-versa baseia-se na relac¸a˜o C = pid, considerando pi ≈ 3, 1416.
Veja a Figura 7.
Figura 7: Fita Diame´trica
Na Figura 8 mostramos a maneira correta e incorreta de medir o
diaˆmetro de uma a´rvore.
Figura 8: (a)maneira correta (b) maneira incorreta
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3.1.5 Diaˆmetro e Secc¸o˜es Transversais
Anomalias nas secc¸o˜es tranversais de um tronco de uma a´rvore
ocorrem devido a fatores externos, tais como condic¸o˜es do terreno, tem-
peratura, umidade, insolac¸a˜o, ventos, espac¸amento ou a fatores internos
tais como a predisposic¸ao gene´tica de espe´cie. As secc¸o˜es tranversais
se apresentam de va´rias formas. Veja um exemplo na Figura 9.
Figura 9: Secc¸a˜o Tranversal de um Tronco de A´rvore
Se a secc¸a˜o tranversal de um tronco se aproximar de um c´ırculo,
procedemos quanto a` medic¸a˜o do diaˆmetro da seguinte forma:
• com a suta, basta tomar o diaˆmetro com uma medida;
• com a fita diame´trica, basta tomar a circunfereˆncia com uma
medida.
Se a secc¸a˜o tranversal for irregular,
• com a suta, basta tomar duas medidas do diaˆmetro em posic¸o˜es
perpendiculares entre si e da´ı, o diaˆmetro registrado e´ obtido da
me´dia aritme´tica destas;
• com a fita diame´trica, basta tomar a circunfereˆncia com uma
medida.
3.1.6 Efeito da Forma do Tronco na Medic¸a˜o do Diaˆmetro
O principal objetivo na medic¸a˜o do diaˆmetro do tronco e´ deter-
minar a a´rea da secc¸a˜o transversal correspondente ao ponto medido.
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Quando a secc¸a˜o tranversal de um tronco de uma a´rvore se apro-
xima da forma circular, obteremos com facilidade a a´rea transversal,
bastando para isso medir seu diaˆmetro ou circunfereˆncia.
Agora se a secc¸a˜o tranversal e´ irregular, as medidas tomadas
com a fita diame´trica possuem um erro para mais, afetando consequen-
temente a a´rea transversal.
E´ conhecido na matema´tica que para um mesmo per´ımetro, a
sec¸a˜o circular e´ a que possui maior a´rea (Ver Desigualdade Isoperi-
me´trica no enderec¸o http://matematicauniversitaria.ime.usp.br/Conte-
udo/n15/n15 Artigo02.pdf, Jan. 2014 ). Por exemplo, as Figuras 10a–
b–c possuem exatamente o mesmo per´ımetro. Foram constru´ıdas amar-
rando as extremidades de um fio com mesmo comprimento (MACHADO;
FILHO, 2009).
Figura 10: Per´ımetros Iguais – A´reas Diferentes
Das treˆs formas, a de maior a´rea e´ a mostrada na Figura 10a e
a de menor na Figura 10c. Quanto mais alongada for a forma geome´-
trica de figuras com mesmo per´ımetro, menor sera´ sua a´rea (MACHADO;
FILHO, 2009).
A fita diame´trica e´ usada normalmente para medir circunfereˆn-
cias. Isto significa medir per´ımetros de sec¸o˜es transversais e expressa´-
los em termos de diaˆmetro. Como na maioria dos troncos as sec¸o˜es
transversais sa˜o irregulares (exceˆntricas), assume-se que a a´rea contida
dentro desse per´ımetro e´ a ma´xima poss´ıvel, quando na maior partes
dos casos na˜o e´ (MACHADO; FILHO, 2009).
Usando a suta para medir sec¸o˜es exceˆntricas, tambe´m na˜o obte-
mos diaˆmetro e a´reas transversais exatas.
Ja´ sabemos que para secc¸o˜es transversais irregulares, quando se
usa a suta, e´ usual tomar o diaˆmetro da a´rvore como a me´dia aritme´tica
do menor e maior diaˆmetro. Mas ha´ autores que defendem que deva
ser a me´dia geome´trica desses dois diaˆmetros tomados.
Veja um exemplo comparativo, considerando que a secc¸a˜o trans-
versal se aproxime de uma elipse.
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Suponha que d1 = 30 cm (diaˆmetro maior) e d2 = 24 cm (diaˆ-
metro menor).
Fazendo o ca´lculo da a´rea seccional el´ıptica do tronco, segue que
ge = pir1r2 =
pid1d2
4
=
3, 1416.30.24
4
= 565, 488 cm2
Observando a Tabela 7 vemos como as me´dias aritme´ticas e geome´tricas
influenciaram nos resultados,
Tabela 7: Comparac¸a˜o das Me´dias
Instrumento (Suta) Diaˆmetro (cm)
A´rea Transversal
Circular (cm2)
Me´dia Aritme´tica 27 572, 556
Me´dia Geome´trica 26, 8 564, 106
e assim conclu´ı-se que com a me´dia geome´trica tivemos uma aproxima-
c¸a˜o melhor da a´rea transversal el´ıptica (Ver Subsec¸a˜o 1.2.2 - Me´dias).
Note que, como mencionado acima, a a´rea tranversal obtida via me´dia
aritme´tica e´ maior do que a a´rea transversal el´ıptica (real).
Observe que para medic¸o˜es que sa˜o repetidas ao longo do tempo,
como por exemplo a verificac¸a˜o do crescimento das a´rvores, recomenda-
se medir circunfereˆncias em vez de diaˆmetros, pois estas independem
da posic¸a˜o do operador em volta da a´rvore.
3.2 ALTURA DAS A´RVORES
A altura de uma a´rvore ou porc¸a˜o dela e´ a distaˆncia linear ao
longo de seu eixo principal entre o n´ıvel do solo ate´ o a´pice ou ate´
outro ponto referencial. Obtida por medic¸a˜o ou estimac¸a˜o, e´ uma ca-
racter´ıstica importante em mensurac¸a˜o florestal. Atrave´s dela pode-se
conhecer o comportamento de uma espe´cie em um local ao longo do
tempo, qualidade de uma regia˜o para a produc¸a˜o de madeira e tambe´m
e´ essencial para a determinac¸a˜o do volume.
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3.2.1 Tipos de Alturas
Das plantas produtoras de madeiras, temos as a´rvores de flo-
restas do tipo Con´ıferas ou Folhosas (Ver Sec¸a˜o 1.1 - Glossa´rio). As
con´ıferas normalmente apresentam fustes bem definidos, com isso fica
mais fa´cil identificar os tipos de alturas. De acordo com a Figura 11,
eis as seguintes definic¸o˜es de altura utilizadas em mensurac¸a˜o florestal:
Figura 11: Alturas das A´rvores e Classificac¸o˜es do Comprimento
a) Altura total : e´ a distaˆncia ao longo do eixo do tronco da a´rvore en-
tre o solo e a extremidade superior da copa (Ver Sec¸a˜o 1.1 - Glossa´rio).
Como e´ dif´ıcil visualizar o a´pice de uma a´rvore em florestas densas ou
determinar o limite superior de a´rvores com grandes copas, ha´ inven-
ta´rios florestais (Ver Sec¸a˜o 1.1 - Glossa´rio) em que esta medida na˜o e´
feita.
b) Altura do fuste: e´ a distaˆncia ao longo do eixo do tronco da a´rvore
entre o solo e a base da copa.
c) Altura comercial : e´ a distaˆncia ao longo do eixo do tronco da a´rvore
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entre o solo e a posic¸a˜o terminal superior da u´ltima parte utiliza´vel
do tronco da a´rvore. Esta posic¸a˜o terminal superior e´ tomada em um
diaˆmetro mı´nimo utiliza´vel ou em um ponto onde ha´ bifurcac¸a˜o, forma
irregular, defeito, tortuosidade e galhos de grande porte. O diaˆmetro
mı´nimo superior ira´ variar com a utilizac¸a˜o pretendida da madeira e
com as condic¸o˜es de mercado.
d) Altura do toco: e´ a distaˆncia entre o solo e a posic¸a˜o da base no
tronco principal, onde a a´rvore e´ cortada. Esta altura varia de zero a
quatro metros, dependendo do ma´quina´rio que se usa para o corte e de
a´rvores que venham a ter sapopemas.
e) Comprimento da Copa: e´ a distaˆncia do eixo do tronco da a´rvore
entre a ponta da copa e o a´pice da a´rvore.
f) Comprimento comercial : e´ a distaˆncia ao longo do eixo do tronco
da a´rvore entre a parte superior do toco e a posic¸a˜o terminal da u´ltima
parte utiliza´vel do tronco.
g) Comprimento defeituoso: e´ a soma das porc¸o˜es do comprimento
comercializa´vel que na˜o podem ser utilizados por causa de defeitos.
h) Comprimento comercial l´ıquido: e´ igual ao comprimento comercia-
liza´vel menos o comprimento defeituoso.
3.2.2 Medic¸a˜o de Alturas
Aqui faz-se o uso do que foi colocada na Sec¸a˜o 2.1 sobre medidas
diretas e indiretas para a medic¸a˜o de altura de a´rvores.
As medidas diretas podem ser aplicadas em a´rvores abatidas
ou em a´rvores em pe´. Para a´rvores abatidas podemos por exemplo
usar a trena para medir o comprimento total ou parcial. Para a´rvores
em pe´, em a´reas florestais jovens ou que na˜o possuam a´rvores muito
altas, podemos por exemplo usar uma vara telesco´pica retra´til com um
alcanc¸e total de 50 pe´s (15, 24 m). A leitura direta e´ feita ao n´ıvel dos
olhos com graduac¸o˜es no sistema ingleˆs e me´trico. Veja a Figura 12.
Figura 12: Vara Telesco´pica
Ja´ o me´todo indireto para medic¸a˜o de altura, ao longo dos anos
tem sido o mais usado, principalmente em trabalhos de inventa´rio flo-
restal cont´ınuo. A maioria das medidas de altura de a´rvores altas
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sa˜o tomadas indiretamente com instrumentos chamados de hipsoˆme-
tros (hipsoˆ do grego, hypso, que significa altura).
Hoje em dia, ha´ uma grande quantidade de instrumentos que
medem altura. Mas para que um desses aparelhos seja considerado
ideal ele deve reunir as seguintes caracter´ısticas:
• baixo custo;
• durabilidade;
• grande precisa˜o;
• manuseio simples.
3.2.3 Instrumentos para Medic¸o˜es Indiretas de Alturas
Como comenta-se acima, tais instrumentos para medic¸o˜es indi-
retas de alturas sa˜o denominados de Hipsoˆmetros. A seguir, apresen-
tamos os dois princ´ıpios que regem a construc¸a˜o dos hipsoˆmetros, que
sa˜o Princ´ıpio Trigonome´trico e Princ´ıpio Geome´trico.
3.2.3.1 Hipsoˆmetros – Princ´ıpio Trigonome´trico
Sa˜o instrumentos com graduac¸a˜o baseados nas relac¸o˜es trigo-
nome´tricas (tangente) de triaˆngulos retaˆngulos e com a finalidade de
medir indiretamente altura de a´rvores em pe´, transformando automa-
ticamente aˆngulos (medidos em graus) em distaˆncias (medidas em me-
tros). O procedimento para obter esta medida e´ o seguinte: Com o
instrumento, o operador tem um linha de visa˜o horizontal perpendicu-
lar ao eixo do tronco da a´rvore (essa distaˆncia horizontal do operador
ao centro do eixo do tronco tem que ser conhecida e fixa). Mantendo
essa distaˆncia fixa, ele faz uma visada para o a´pice da a´rvore (se essa
for a altura superior desejada) e outra para a base da a´rvore (se essa
for altura inferior desejada). Estas duas visadas formara˜o dois aˆngulos
com a linha de visa˜o horizontal. Com esses dois aˆngulos o instrumento
fornece duas leituras de distaˆncia. Para obter a altura desejada deve-
mos somar ou subtrair essa duas leituras, dependendo do desn´ıvel de
altura do terreno que se encontra o operador (com o instrumento) e a
a´rvore.
Mostraremos a seguir como tal princ´ıpio rege a graduac¸a˜o dos
hipsoˆmetros trigonome´tricos. Apresentaremos treˆs situac¸o˜es de incli-
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nac¸a˜o do terreno. Considere nas treˆs situac¸o˜es, que a distaˆncia AC re-
presenta a distaˆncia horizontal (l) da visa˜o do olho do operador (ponto
A) ate´ o centro do eixo vertical da a´rvore (ponto C), e que a distaˆncia
BD representa a altura total da a´rvore (h).
I Terreno Plano
Figura 13: Esquema de Medic¸a˜o da Altura - Terreno Plano
Com base na Figura 13, do triaˆngulo retaˆngulo ABC, obtemos
tgα =
BC
AC
=⇒ tgα = BC
l
=⇒ BC = l. tgα.
Do triaˆngulo retaˆngulo ACD, obtemos
tg β =
CD
AC
=⇒ tg β = CD
l
=⇒ CD = l. tg β.
Assim, a altura total (h) da a´rvore e´ dada por
h = BD = BC + CD = l. tgα+ l. tg β = l(tgα+ tg β).
I Terreno em Aclive
Figura 14: Esquema de Medic¸a˜o da Altura - Terreno em Aclive
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Com base na Figura 14, do triaˆngulo retaˆngulo ABC, obtemos
BC = l. tgα.
Do triaˆngulo retaˆngulo ACD, obtemos
CD = l. tg β.
Assim, a altura total (h) da a´rvore e´ dada por
h = BD = BC − CD = l. tgα− l. tg β = l(tgα− tg β).
I Terreno em Declive
Figura 15: Esquema de Medic¸a˜o da Altura - Terreno em declive
Com base na Figura 15, aplicando racioc´ınio ana´logo ao caso
anterior, temos que
BC = l. tgα,
CD = l. tg β.
Logo,
h = BD = CD −BC = l. tg β − l. tgα = l(tg β − tgα).
Note que em um hipsoˆmetro trigonome´trico, a leitura com visada
para cima e´ positiva e a com visada para baixo e´ negativa. A Tabela 8
mostra um resumo de como se proceder para obter a altura.
Alia´s, qualquer instrumento que fornec¸a a leitura de aˆngulos ver-
ticais, serve tambe´m para a medic¸a˜o de altura de a´rvores, como por
exemplo os clinoˆmetros (clino do grego, klinein, que significa curvar ou
inclinar).
Entre os hipsoˆmetros tradicionais baseados no princ´ıpio trigo-
nome´trico, temos Nı´vel de Abney (clinoˆmetro), Haga, Blume-Leiss e
Suunto (clinoˆmetro). Veja na Figura 16 esses instrumentos.
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Tabela 8: Obtenc¸a˜o da Altura pelo Hipsoˆmetro
Terreno
Leitura Superior
A´pice (ls)
Leitura Inferior
Base (li)
Altura
em n´ıvel + − ls + li
em aclive + + ls − li
em declive − − li − ls
Figura 16: a) Nı´vel de Aney b) Haga c) Blume-Leiss d) Suunto
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Alguns hipsoˆmetros apresentam escalas graduadas em percenta-
gem. A escala percentual e´ baseada numa unidade angular representada
pela raza˜o de 1 unidade na vertical para 100 unidades na horizontal.
Por exemplo, uma arco percentual de 25% significa um desn´ıvel de 25
metros entre dois pontos distanciados entre si em 100 metros.
Assim tem-se que para qualquer aˆngulo vertical ϕ,
tgϕ =
percentϕ
100
onde percentϕ e´ o arco percentual.
Logo, quando se utiliza o arco percentual, a altura e´, conforme
os esquemas das Figuras 13–15, determinada respectivamente por:
h =
l
100
(percentα+ percentβ),
h =
l
100
(percentα− percentβ),
e
h =
l
100
(percentβ − percentα).
3.2.3.2 Hipsoˆmetros – Princ´ıpio Geome´trico
Sa˜o instrumentos baseados nas relac¸o˜es entre triaˆngulos seme-
lhantes. Sa˜o mais baratos comparados aos hipsoˆmetros trigonome´tri-
cos, visto que tem uma construc¸a˜o mais simples. Requer cuidado em
seu uso, pois o operador tem que fazer uma linha de visada da base e do
topo ao mesmo tempo. Como consequeˆncia, em florestas densas e altas,
ha´ um grau de dificuldade para encontrar um ponto de observac¸a˜o para
a medic¸a˜o. E´ necessa´rio ter ma˜os firmes para evitar erros grosseiros.
A seguir, apresentamos um dos modelos de hipsoˆmetro que se baseiam
no princ´ıpio geome´trico.
I Hipsoˆmetro de Christen
Consiste de uma re´gua ao qual apresenta uma reentraˆncia que
conte´m uma graduac¸a˜o de 30 cent´ımetros de comprimento (dependendo
da altura da a´rvore tal comprimento pode mudar). Veja a Figura 17.
Junto a esse instrumento vem acompanhada uma baliza (segmento EF
na Figura 17) que auxilia na medic¸a˜o, com comprimento de 3 metros
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(podem ser encontradas com outros comprimentos).
Para efetuar a medic¸a˜o da altura procede-se da seguinte forma:
enquanto um auxiliar encosta a baliza no fuste da a´rvore, o operador
com o hipsoˆmetro deve ficar a uma distaˆncia tal que a linha de visa˜o
da base e do a´pice da a´rvore fiquem enquadrados entre a reentraˆncia
do instrumento. Feito o enquadramento, em uma posic¸a˜o esta´tica do
aparelho e cabec¸a, o operador lanc¸a uma linha de vista para o topo
da baliza. Esta linha de vista cortara´ a graduac¸a˜o do hipsoˆmetro,
fornecendo assim a altura da a´rvore.
Figura 17: Medic¸a˜o da Altura - Hipsoˆmetro de Christen
Com base na Figura 17, como os triaˆngulos ODF e OAC sa˜o
semelhantes, obtemos a seguinte proporc¸a˜o:
DF
AC
=
EF
BC
.
Note que a altura da baliza (EF ) e o comprimento da reentraˆncia
(AC) sa˜o valores conhecidos e fixos. Logo, com um valor dado da gradu-
ac¸a˜o na reentraˆncia (BC), marcamos o valor correspondente da altura
da a´rvore (DF = h). Veja na Figura 18 a graduac¸a˜o na reentraˆncia.
Figura 18: Graduac¸a˜o na Reentraˆncia do Hipsoˆmetro de Christen
Por exemplo, se EF = 3 m, AC = 0, 3 m e BC = 0, 18 m enta˜o
51
com a proporc¸a˜o acima temos DF = h = 5 m. Existem tabelas com
valores BC e DF = h para diferentes valores de EF e AC.
As vantagens do Hipsoˆmetro de Christen sa˜o:
• dispensa a distaˆncia do operador a` a´rvore;
• com uma leitura obtemos a altura da a´rvore;
• o desn´ıvel do terreno na˜o afeta na medida da altura.
E as desvantagens sa˜o:
• baixa precisa˜o em a´rvores muito altas, devido ao adensamento da
sua graduac¸a˜o;
• dificuldade no enquadramento da a´rvore em florestas densas;
• manter ma˜os, cabec¸a e instrumento em uma posic¸a˜o esta´tica no
ato da medic¸a˜o.
3.2.4 Erros na Medic¸a˜o da Altura
Existem algumas situac¸o˜es onde a qualidade da medic¸a˜o da al-
tura e´ comprometida devido a problemas de campo. Na˜o ha´ como negar
que, instrumento com defeito, operador despreparado, visualizac¸a˜o in-
correta do a´pice e base de uma a´rvore, inclinac¸a˜o do terreno, inclinac¸a˜o
da a´rvore, forma da a´rvore e outras mais, sejam fatores que geram erros
na medic¸a˜o da altura de a´rvores. Dessas fontes de erros, algumas sera˜o
discutidas a seguir pela sua grandeza e frequeˆncia com que aparecem.
3.2.4.1 Erros pela Inclinac¸a˜o da A´rvore
A´rvores que se desviam da posic¸a˜o vertical em relac¸a˜o ao ter-
reno podem gerar erros na medic¸a˜o de suas alturas. Se a inclinac¸a˜o
da a´rvore for para o lado do operador, tem sua altura superestimada,
cometendo-se erros por excesso. Se a inclinac¸a˜o for para direc¸a˜o oposta
do operador, sua altura sera´ subestimada, cometendo-se erros por falta.
Veja a Figura 19 com sua altura superestimada.
Para minimizar o erro, os instrumentos baseados no princ´ıpio
geome´trico sa˜o os mais indicados, principalmente se colocarmos em
uma posic¸a˜o parelela a` inclinac¸a˜o do eixo da a´rvore.
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Figura 19: Erro por Excesso da Altura em A´rvore Inclinada
Outra situac¸a˜o para eliminar o erro e´ se o operador se posicionar
equidistante da base e da projec¸a˜o do a´pice da a´rvore no solo, e com a
inclinac¸a˜o da a´rvore ficando a` sua direita ou a` sua esquerda. Sob essas
condic¸o˜es, com base na Figura 20 e aplicando o Teorema de Pita´goras
no triaˆngulo retaˆngulo BPD, a altura da a´rvore seria assim obtida por
BD2 = BP 2 + PD2,
onde BD e´ a altura correta da a´rvore, BP e´ a altura do a´pice da a´rvore
ate´ a sua projec¸a˜o ortogonal no solo (medida com vara telesco´pica ou
hipsoˆmetro trigonome´trico), e PD e´ a distaˆncia da projec¸a˜o ortogonal
do a´pice da a´rvore no solo ate´ a base da a´rvore.
Figura 20: Medic¸a˜o da Altura de uma A´rvore Inclinada
Outra forma para determinar a altura correta e´ obter o valor do
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aˆngulo φ e assim pela Figura 20, temos
secφ =
BD
BP
.
Aı´, segue que
BD = BP. secφ =⇒ BD = BP
√(
percentφ
100
)2
+ 1.
3.2.4.2 Erros pela Inclinac¸a˜o do Terreno
A medic¸a˜o da altura de uma a´rvore com hipsoˆmetros trigono-
me´tricos ou geome´tricos que requerem duas leituras, devem ser sempre
corrigidas em terrenos inclinados. Na Figura 21 verificamos que a dis-
taˆncia sobre o terreno (AE = l′) e´ maior do que a distaˆncia da visa˜o
do olho do operador ate´ o centro do eixo vertical da a´rvore (AC = l).
Figura 21: Efeito da Inclinac¸a˜o do Terreno na Distaˆncia Operador-
A´rvore
Consequentemente, a altura determinada nessa situac¸a˜o sera´ su-
perior comparada a altura dessa mesma a´rvore em terreno plano. Por-
tanto, para a obter a altura mais pro´xima da correta, com base na
Figura 21, procedemos da seguinte forma:
cos ρ =
AC
AE
=⇒ AC = AE. cos ρ =⇒ l = l′. cos ρ.
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Portanto, a altura apresentada nos esquemas das Figuras 13–15,
ajustada agora com a inclinac¸a˜o do terreno, fica assim determinada
respectivamente por:
h =
l′.cosρ
100
(percentα+ percentβ),
h =
l′. cos ρ
100
(percentα− percentβ)
e
h =
l′. cos ρ
100
(percentβ − percentα).
Em geral, a correc¸a˜o da inclinac¸a˜o do terreno e´ feita para de-
clividade a partir de 10% ou inclinac¸a˜o a partir de 6 ◦, visto que esses
valores seriam o n´ıvel de toleraˆncia para que a altura teria erro mı´nimo,
podendo tal erro ser desprezado.
3.2.4.3 Erros pela Forma da Copa e Vegetac¸a˜o na Base
Em florestas densas, a visualizac¸a˜o do a´pice da copa pode ser
obstru´ıda pelas copas das demais a´rvores, sendo comum o operador se
aproximar mais da a´rvore com o propo´sito de visualiza´-la. Mas, o ex-
cesso de proximidade tambe´m gera um outro problema de visualizac¸a˜o,
onde os ramos laterais (principalmente nas folhosas) sa˜o confundidos
com os ramos mais altos. Na Figura 22a, verifica-se que devido a forma
da copa, ocorre uma superestimativa da altura. Por estas razo˜es, na
maioria dos trabalhos de inventa´rio florestal em matas nativas, na˜o se
mede altura total e sim a altura ate´ a primeira bifurcac¸a˜o, ou ate´ o
primeiro galho de porte.
Ja´ vegetac¸o˜es densas que impedem a visualizac¸a˜o da base da
a´rvore (Figura 22b), normalmente nas medic¸o˜es abre-se um caminho
em linha reta ate´ a base com ferramenta adequada. Outra maneira seria
usar uma refereˆncia no tronco a uma altura conhecida (por exemplo o
DAP) e assim acrescentar esta altura na medic¸a˜o, ou seja:
h = leitura 1± leitura 2 + altura refereˆncial.
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Figura 22: a) Erro Gerado pela Forma da Copa b) Erro Gerado pela
Vegetac¸a˜o Densa
3.2.5 Exemplos
Sejam os dados referentes a` estimac¸a˜o das alturas de 4 a´rvores,
utilizando-se hipsoˆmetros com leituras diretas em metros, em porcen-
tagem e em graus. Ver Tabela 9 (SOARES; NETO; SOUZA, 2011).
Tabela 9: Exemplo
Declividade Leitura
A´rvore Distaˆncia Grau Porcentagem Superior Inferior
1 15 m 3 - +14 m −2 m
2 20 m - 10 +25 m +6 m
3 30 m 16 - +60% +10%
4 20 m - 25 +38 ◦ +8 ◦
Com base no apresentado ate´ agora sobre o ca´lculo da altura de
uma a´rvore, temos:
I A´rvore 1
h = 14 + 2 = 16 m.
I A´rvore 2
h = 25− 6 = 19 m.
I A´rvore 3
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Como a inclinac¸a˜o do terreno e´ de 16 ◦(> 6 ◦), enta˜o
l = 30. cos 16 ◦ = 28, 84 m.
Logo,
h =
28, 84
100
.(60− 10) = 14, 42 m.
I A´rvore 4
Como a declividade do terreno e´ de 25% (> 10%), enta˜o
ρ = arctan(
25
100
) = 14, 03 ◦ =⇒ l = 20. cos 14, 03 ◦ = 19, 40 m.
Logo,
h = 19, 40.(tg 38 ◦ − tg 8 ◦) = 12, 43 m.
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4 VOLUMETRIA
Estimar o volume das a´rvores e´ uma das principais finalidades
dos levantamentos florestais quando se tem povoamentos florestais des-
tinados para fins comerciais. Logo, neste cap´ıtulo, apresentamos o vo-
lume como informac¸a˜o mais importante na mensurac¸a˜o florestal, os
proto´tipos dendrome´tricos e suas equac¸o˜es. A seguir, apresentamos a
cubagem rigorosa de a´rvores e os principais me´todos de cubagem. Na
sequeˆncia colocamos exemplos pra´ticos de tais me´todos e finalizamos
com as comparac¸o˜es e concluso˜es sobre os me´todos de cubagem, tendo
o me´todo de deslocamento de a´gua como referencial para testar a acu-
racidade dos me´todos de cubagem.
4.1 VOLUME DAS A´RVORES
O volume consiste em uma das informac¸o˜es de maior importaˆncia
para o conhecimento do potencial florestal dispon´ıvel em uma regia˜o.
Para isso na˜o e´ necessa´rio determinar o volume de madeira de todas
as a´rvores de um povoamento, por menor que ele seja. Geralmente
faz-se esse tipo de medic¸a˜o em uma amostra da populac¸a˜o. O volume
individual fornece um ponto de partida para a avaliac¸a˜o do conteu´do
lenhoso dos povoamentos florestais.
A estrutura f´ısica principal de uma a´rvore e´ composta de quatro
partes: raiz, toco, fuste e copa. A parte comercial essencial e´ o fuste,
mas com a escassez e controle da explorac¸a˜o de a´rvores, as outras por-
c¸o˜es ganharam importaˆncia, com destaque para a copa. E´ muito co-
mum que cada parte da a´rvore seja destinada a um fim de acordo com
suas dimenso˜es. A parte de maior diaˆmetro e´ destinado a laminac¸a˜o
e serrarias, a de diaˆmetro intermedia´rio e´ destinado a fibras (MDF),
fabricac¸a˜o de celulose e papel, e por fim a parte superior da a´rvore e
galhos para produc¸a˜o de energia.
Sendo a a´rvore um so´lido irregular, seu volume pode ser feito por
deslocamento de a´gua, graficamente, peso ou cubagem rigorosa. Vamos
abordar aqui a Cubagem Rigorosa, tambe´m conhecida como Cubagem
de uma A´rvore. Normalmente, em florestas plantadas, a cubagem e´
feita abatendo-se a a´rvore e tomando-se a medic¸a˜o de va´rios diaˆmetros
ao longo do fuste.
Abordaremos tambe´m o me´todo do Deslocamento de a´gua, onde
falaremos sobre o Xiloˆmetro.
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4.2 ESTUDO MATEMA´TICO DAS FORMAS DOS TRONCOS
Ha´ va´rios fatores que influenciam nas formas dos troncos, tais
como: meio ambiente, espe´cie, idade, aspectos gene´ticos, etc. Logo, as
a´rvores crescem com as mais diferentes formas.
Temos enta˜o a´rvores que possuem formas irregulares tais como
espe´cies de cerrados, que sa˜o tortuosas e de dif´ıcil comparac¸a˜o com
uma forma geome´trica. A determinac¸a˜o do volume dessas a´rvores so´
pode ser feita por imersa˜o em a´gua (deslocamento de a´gua) das toras
ou seccionamento do tronco em pequenas partes.
Agora, ha´ a´rvores que possuem formas regulares com uma susce-
tibilidade a assemelhar mais a uma forma geome´trica. Como exemplo
temos as con´ıferas, as quais possuem tronco principal relativamente
longo, onde sua extremidade superior e´ mais delgada. Os estudos sobre
a forma dos troncos praticamente todos se direcionaram para esse tipos
de a´rvores. Esses estudos procuraram analisar a Cubagem de A´rvores
com ferramentas matema´ticas, comparando so´lidos geome´tricos de re-
voluc¸a˜o com as formas naturais das a´rvores com o intu´ıto de determinar
seu volume. Tais so´lidos que se ajustam com a forma do tronco ou
parte dele, sa˜o denominados de Proto´tipos Dendrome´tricos ou So´lidos
Padro˜es.
Os so´lidos padro˜es que mais se ajustam com a forma do tronco ou
parte dele sa˜o: Cilindro, Parabolo´ide Ordina´rio ou Quadra´tico, Cone e
Neilo´ide (Figura 23).
Figura 23: So´lidos de Revoluc¸a˜o
De uma maneira geral, recorreu-se a uma famı´lia de curvas que
representa-se o perfil longitudinal da a´rvore (ou parte dela). Equac¸o˜es
de Curvas, que se rotacionados ao longo do suposto eixo retil´ıneo da
a´rvore gerariam os proto´tipos dendrome´tricos. Para tais curvas, deve-
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mos procurar enta˜o uma func¸a˜o que represente a variac¸a˜o do raio da
secc¸a˜o transversal dos so´lidos geome´tricos em func¸a˜o da altura a partir
da base do so´lido. Assim, a equac¸a˜o geral dessa famı´lia de curvas e´
dado por (BATISTA, 2001):
y =
db
2.hr
(h− x)r. (4.1)
em que:
y e´ o raio da sec¸a˜o transversal;
x e´ a altura da sec¸a˜o transversal (0 ≤ x ≤ h);
db e´ o diaˆmetro da base (valores fixo);
h e´ a altura total da a´rvore (valores fixo);
r e´ o ı´ndice que caracteriza a forma da curva.
De acordo com a equac¸a˜o 4.1, quando r = 0 temos
y =
db
2.h0
(h− x)0 = db
2
.
ao qual define uma linha reta paralela ao eixo Ox, e sua revoluc¸a˜o em
torno desse eixo, gera um cilindro.
Se r = 1 temos
y =
db
2.h1
(h− x)1 = db
2
(1− x
h
)
definindo uma linha reta inclinada e que rotacionando em relac¸a˜o ao
eixo Ox, gera um cone.
Logo, de acordo com o valor assumido pelo ı´ndice r, varia o
formato do tipo de curva e por consequeˆncia tambe´m varia o so´lido
obtido pela rotac¸a˜o em torno do eixo Ox, conforme exemplificado na
Figura 24 (STERBA, 1986).
4.3 VOLUME DOS SO´LIDOS DE REVOLUC¸A˜O
Embora as secc¸o˜es de um tronco na˜o sejam c´ırculos perfeitos,
para determinar o volume do so´lido do revoluc¸a˜o que mais se ajustaria
ao tronco, consideraremos a secc¸a˜o circular.
Seja f : [0, h] −→ R uma func¸a˜o cont´ınua com y = f(x) dada
pela func¸a˜o 4.1, tal que f(x) ≥ 0, para todo x ∈ [0, h]. O volume v do
so´lido obtido pela revoluc¸a˜o da regia˜o sob o gra´fico da func¸a˜o cont´ınua
em torno do eixo Ox e´
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Figura 24: So´lidos de Revoluc¸a˜o com a Variac¸a˜o do Paraˆmetro r
v =
∫ h
0
pi[f(x)]2dx
=
∫ h
0
pi
[
db
2.hr
(h− x)r
]2
dx (4.2)
=
pi.(db)
2
4.h2r
∫ h
0
(h− x)2rdx
=
pi.(db)
2
4.h2r
[
− (h− x)
2r+1
2r + 1
]∣∣∣∣∣
h
0
=
pi.(db)
2
4.h2r
[
− (h− h)
2r+1 − (h− 0)2r+1
2r + 1
]
=
pi.(db)
2
4.h2r
.
h2r+1
2r + 1
=
(
1
2r + 1
)
.
(
pi.(db)
2.h
4
)
(4.3)
Da u´ltima igualdade obtida em 4.3, a expressa˜o
pi.(db)
2
4
e´ igual
a a´rea transversal na base da sec¸a˜o (gb). Logo, o volume da a´rvore
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inteira semelhante a qualquer so´lido de revoluc¸a˜o em func¸a˜o do ı´ndice
r, o qual define o so´lido, e´ dado por:
v =
(
1
2r + 1
)
(gb)h (4.4)
Utilizando a equac¸a˜o 4.4 acima em func¸a˜o do ı´ndice r, coloca-
mos na Tabela 10 as fo´rmulas para o ca´lculo do volume dos 4 so´lidos
geome´tricos de revoluc¸a˜o expostos na Figura 23.
Tabela 10: Volume dos So´lidos Padro˜es
So´lido de
Revoluc¸a˜o
I´ndice Equac¸a˜o de Volume
Cilindro r = 0 v = gbh
Parabolo´ide r =
1
2
v =
gbh
2
Cone r = 1 v =
gbh
3
Neilo´ide r =
3
2
v =
gbh
4
4.4 VOLUME DOS TRONCOS DOS SO´LIDOS DE REVOLUC¸A˜O
Se os troncos das a´rvores se ajustassem com qualquer um dos 4
Proto´tipos Dendrome´tricos, a determinac¸a˜o do volume seria imediato.
Entretanto, na pra´tica, a identificac¸a˜o de um u´nico so´lido geome´trico
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que pudesse representar um tronco de uma a´rvore e´ uma tarefa bem
complicada. Logo, considerar que porc¸o˜es do tronco (toras) da a´rvore
podem ser constitu´ıdos por va´rios so´lidos geome´tricos truncados e´ algo
mais consistente e razoa´vel. Alia´s, va´rios autores consideram que o
tronco de qualquer a´rvore seja formado por va´rios so´lidos geome´tricos.
(HUSCH; MILLER; BEERS, 1982) sugeriu que o tronco fosse representado
da base para o topo como apresentado na Figura 25.
Figura 25: Formas Geome´tricas Associadas ao Tronco de uma A´rvore
Vamos enta˜o determinar o volume dos troncos do Parabolo´ide
e Neilo´ide. Antes, vamos fazer algumas considerac¸o˜es. Observando a
Figura 26, definimos que:
Figura 26: Troncos do Parabolo´ide e Neilo´ide
db - diaˆmetro na base da sec¸a˜o;
dt - diaˆmetro no topo da sec¸a˜o;
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gb - a´rea transversal na base da sec¸a˜o;
gt - a´rea transversal no topo da sec¸a˜o;
l - comprimento da sec¸a˜o;
y - raio da sec¸a˜o transversal;
x - altura da sec¸a˜o transversal (0 ≤ x ≤ l).
Seguindo enta˜o para determinar o volume desse dois so´lidos, mu-
dando o limite superior da integral 4.2 para o comprimento l, temos que
v =
∫ l
0
pi
[
db
2.hr
(h− x)r
]2
dx
=
pi.(db)
2
4.h2r
∫ l
0
(h− x)2rdx
=
pi.(db)
2
4.h2r
[
− (h− x)
2r+1
2r + 1
]∣∣∣∣∣
l
0
=
pi.(db)
2
4.h2r
[
− (h− l)
2r+1 − (h− 0)2r+1
2r + 1
]
=
pi.(db)
2
4.h2r
[
h2r+1 − (h− l)2r+1
2r + 1
]
(4.5)
Da equac¸a˜o 4.1, isolando a varia´vel x, temos enta˜o que
y =
db
2.hr
(h− x)r =⇒ x = h
[
1−
(
2y
db
) 1
r
]
.
Quando a altura da sec¸a˜o transversal atingir o topo do tronco, teremos
x = l e 2y = dt. Substitu´ındo na equac¸a˜o acima, segue que
l = h
[
1−
(
dt
db
) 1
r
]
. (4.6)
I Tronco do Parabolo´ide
(
r =
1
2
)
Substituindo r =
1
2
na equac¸a˜o 4.6 temos
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l = h
[
1−
(
dt
db
)2]
. (4.7)
Da mesma forma na equac¸a˜o 4.5 e da´ı desenvolvendo-a, vemos que
v =
pi.(db)
2
4.h
[
h2 − (h− l)2
2
]
=
pi.(db)
2
4.2
[
h2 − h2 + 2hl − l2
h
]
=
pi.(db)
2.l
4.2
[
2h− l
h
]
.
Substituindo a expressa˜o de l da equac¸a˜o 4.7 nesta u´ltima igualdade
acima, chegaremos a fo´rmula do volume do Tronco do Parabolo´ide, ou
seja,
v =
pi.(db)
2.l
4.2.h
[
2h− h
(
1−
(
dt
db
)2)]
=
pi.(db)
2.l
4.2.h
[
2h− h+ h
(
dt
db
)2]
=
pi.(db)
2.l
4.2
[
1 +
(
dt
db
)2]
=
l
2
[
pi.(db)
2
4
+
pi.(db)
2
4
.
(dt)
2
(db)2
]
=
l
2
[
pi.(db)
2
4
+
pi.(dt)
2
4
]
=
l
2
(gb + gt).
I Tronco da Neilo´ide
(
r =
3
2
)
Substituindo r =
3
2
na equac¸a˜o 4.6 temos
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l = h
[
1−
(
dt
db
) 2
3
]
. (4.8)
Da mesma forma na equac¸a˜o 4.5 e da´ı desenvolvendo-a, vemos que
v =
pi.(db)
2
4.h3
[
h4 − (h− l)4
4
]
=
pi.(db)
2
4.h3.4
[h4 − (h4 − 4h3l + 6h2l2 − 4hl3 + l4)]
=
pi.(db)
2.l
4.h3.4
[4h3 − 6h2l + 4hl2 − l3]. (4.9)
Nesta u´ltima igualdade, desenvolvendo a expressa˜o entre colchetes com
a substituic¸a˜o da expressa˜o de l da equac¸a˜o 4.8, temos
4h3−6h2
[
h
(
1−
(
dt
db
) 2
3
)]
+4h
[
h
(
1−
(
dt
db
) 2
3
)]2
−
[
h
(
1−
(
dt
db
) 2
3
)]3
.
Chamando
(
dt
db
) 2
3
de w, e substituindo na expressa˜o acima, segue que
4h3 − 6h2[h(1− w)] + 4h[h(1− w)]2 − [h(1− w)]3 =
= h3[4−6(1−w)+4(1−2w+w2)−(1−3w+3w2−w3)] = h3[1+w+w2+w3].
Substituindo w por
(
dt
db
) 2
3
, vemos que
h3
[
1 +
(
dt
db
) 2
3
+
(
dt
db
) 4
3
+
(
dt
db
)2]
.
Como na equac¸a˜o 4.9 desenvolvemos a expressa˜o que estava entre col-
chetes e chegamos a expressa˜o que esta´ acima, conclu´ımos enta˜o que a
fo´rmula do volume do Tronco da Neilo´ide e´ dado por,
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v =
pi.(db)
2.l
4.h3.4
.h3
[
1 +
(
dt
db
) 2
3
+
(
dt
db
) 4
3
+
(
dt
db
)2]
=
l
4
pi.(db)24 +
[
pi3.[(db)
2]
3
.(dt)
2
43.(db)2
] 1
3
+
[
pi3.[(db)
2]
3
.(dt)
4
43.(db)4
] 1
3
+
pi.(dt)
2
4

=
l
4
pi.(db)24 +
[(
pi(db)
2
4
)2
.
pi(dt)
2
4
] 1
3
+
[
pi(db)
2
4
.
(
pi(dt)
2
4
)2] 13
+
pi.(dt)
2
4

=
l
4
(gb +
3
√
(gb)2gt +
3
√
gb(gt)2 + gt).
Finalizamos esta sec¸a˜o com a Tabela 11, expondo as fo´rmulas
de volume dos troncos dos 3 Proto´tipos Dendrome´tricos (A demonstra-
c¸a˜o da fo´rmula do volume do tronco do cone pode ser encontrada por
exemplo na colec¸a˜o Fundamentos de Matema´tica Elementar, volume
10, Atual Editora).
Tabela 11: Volume do Tronco dos So´lidos Padro˜es
So´lido de
Revoluc¸a˜o
I´ndice Equac¸a˜o de Volume
Tronco do
Parabolo´ide
r= 12 v=
l
2 (gb+gt)
Tronco do
Cone
r=1 v= l3 (gb+
√
gbgt+gt)
Tronco da
Neilo´ide
r= 32 v=
l
4 (gb+
3
√
(gb)2gt+
3
√
gb(gt)2+gt)
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4.5 CUBAGEM DE UMA A´RVORE (CUBAGEM RIGOROSA)
A cubagem de a´rvores implica na divisa˜o do tronco da a´rvore
em n sec¸o˜es (toras), com a medic¸a˜o de diaˆmetros (ou circunfereˆncias)
sucessivos ao longo do tronco em alturas pre´-estabelecidas. Com os diaˆ-
metros e o comprimento das toras, determina-se os volumes das va´rias
sec¸o˜es (toras) usando os me´todos (fo´rmulas) de cubagem. O volume
do tronco e´ obtido pelo somato´rio dos volumes das sec¸o˜es (toras), e
quanto menor for o comprimento de cada sec¸a˜o, tanto mais pro´ximo
sera´ o volume calculado do volume verdadeiro. O termo sec¸o˜es na˜o
implica no corte do tronco em partes, mas apenas a marcac¸a˜o ao longo
do tronco das posic¸o˜es de medic¸a˜o. Os me´todos de cubagem rigorosa
sa˜o divididos em me´todos Absolutos e Relativos. Os me´todos absolutos
sa˜o aqueles em que o comprimento da sec¸a˜o (tora) na˜o tem v´ınculo com
o comprimento total da a´rvore. Nos me´todos relativos, o comprimento
da sec¸a˜o (tora) representa um percentual do comprimento total da a´r-
vore. Abordaremos aqui os me´todos de cubagem absolutos, aos quais
sa˜o: Smalian, Huber e Newton.
4.5.1 Cubagem por Smalian
Este me´todo aplica a fo´rmula do Tronco do Parabolo´ide Ordina´-
rio (tabela 11) para o ca´lculo do volume das sec¸o˜es (toras) intermedia´-
rias, isto e´,
vi =
(
gi + gi+1
2
)
li
em que:
vi e´ o volume da i-e´sima tora
gi e´ a a´rea transversal na base da i-e´sima tora
gi+1 e´ a a´rea transversal no topo da i-e´sima tora
li e´ o comprimento da i-e´sima tora.
O volume total da a´rvore sera´ dado por:
v = vt +
n−1∑
i=1
vi + vp.
onde,
vt = g0.l0 (volume do toco que e´ considerado um cilindro)
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vp =
gn.ln
3
(volume da ponteira que e´ considerado um cone).
A Figura 27 mostra a ilustrac¸a˜o do esquema gene´rico para a
cubagem de uma a´rvore inteira por Smalian.
Figura 27: Esquema Gene´rico para Cubagem de uma A´rvore por Sma-
lian
4.5.2 Cubagem por Huber
Este me´todo tambe´m aplica a fo´rmula do Tronco do Parabolo´ide
Ordina´rio para o ca´lculo do volume das sec¸o˜es (toras) intermedia´rias,
mas se baseia em uma u´nica medida tomada no meio de cada sec¸a˜o
(tora), ou seja,
vi = gmi .li
em que:
vi e´ o volume da i-e´sima tora
gmi e´ a a´rea transversal no meio da i-e´sima tora
li e´ o comprimento da i-e´sima tora.
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O volume total da a´rvore sera´ dado por:
v = vt +
n−1∑
i=1
vi + vp.
onde,
vt = g0.l0 (volume do toco que e´ considerado um cilindro)
vp =
gn.ln
3
(volume da ponteira que e´ considerado um cone).
A Figura 28 mostra a ilustrac¸a˜o do esquema gene´rico para a
cubagem de uma a´rvore inteira por Huber.
Figura 28: Esquema Gene´rico para Cubagem de uma A´rvore por Huber
4.5.3 Cubagem por Newton
Este me´todo faz uso de uma me´dia ponderada das a´reas tran-
versais da base, meio e topo da tora, sendo uma boa aproximac¸a˜o para
o Tronco do Parabolo´ide, Tronco do Cone ou Tronco do Neilo´ide. A
fo´rmula para o ca´lculo do volume das sec¸o˜es (toras) intermedia´rias e´
dada por:
vi =
(
gi + 4.gmi + gi+1
6
)
li
em que,
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vi e´ o volume da i-e´sima tora
gi e´ a a´rea transversal na base da i-e´sima tora
gmi e´ a a´rea transversal no meio da i-e´sima tora
gi+1 e´ a a´rea transversal no topo da i-e´sima tora
li e´ o comprimento da i-e´sima tora.
O volume total da a´rvore sera´ dado por:
v = vt +
n−1∑
i=1
vi + vp.
onde,
vt = g0.l0 (volume do toco que e´ considerado um cilindro)
vp =
gn.ln
3
(volume da ponteira que e´ considerado um cone).
A Figura 29 mostra a ilustrac¸a˜o do esquema gene´rico para a
cubagem de uma a´rvore inteira por Newton.
Figura 29: Esquema Gene´rico para Cubagem de uma A´rvore por New-
ton
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4.5.4 Recomendac¸o˜es sobre os Me´todos de Cubagem
• Independentemente do me´todo que se aplique, deve mensurar
sempre o DAP e a altura total ;
• E´ importante ressaltar que o volume da madeira em toras ou em
a´rvores em pe´ deve ser indicado se foi determinado com casca
ou sem casca, pois em muitas espe´cies a porcentagem de casca e´
bastante significativa;
• A deteminac¸a˜o e o conhecimento do volume de casca e toco sa˜o
importantes quando estes despertam interesse comercial, cuja ava-
liac¸a˜o quantitativa de estoques florestais, direciona essas mate´rias-
primas para diferentes usos tornando-as renta´veis e agregando
valores visando um produto final;
• Em geral as medic¸o˜es diame´tricas sa˜o efetuadas a partir do n´ıvel
do solo nas posic¸o˜es
{0.10 m, 0.30 m, 1.30 m, 2.30 m, 3.30 m, 4.30 m, 5.30 m, ...}
{0.10 m, 0.30 m, 1.30 m, 3.30 m, 5.30 m, 7.30 m, 9.30 m, ...}
{0.30 m, 1.30 m, 2.30 m, 3.30 m, 4.30 m, 5.30 m, 6.30 m, ...}
{0.30 m, 1.30 m, 3.30 m, 5.30 m, 7.30 m, 9.30 m, 11.30 m, ...}.
Essas distaˆncias podem ser alteradas em func¸a˜o da forma e da
rigorosidade do processo de cubagem. (SCOLFORO; THIERSCH,
2004) recomendam que as sec¸o˜es devem iniciar-se o mais pro´ximo
poss´ıvel do solo. Normalmente em torno de 0.05 m para Pinus sp
e Eucalyptus sp.
{0.05 m, 0.07 m, 1.30 m, 2.30 m, 3.30 m, 4.30 m, 5.30 m, 6.30 m, ...}
{0.05 m, 0.07 m, 1.30 m, 3.30 m, 5.30 m, 7.30 m, 9.30 m, 11.30m, ...}.
Para Eucalyptus grandis pela dificuldade de rebrota deixar toco
entre 5 e 10 cm de altura. Em florestas nativas o mais pro´ximo
poss´ıvel do solo, no caso do cerrado 10 cm, em florestas de grande
porte 20 cm;
• O uso de fitas me´tricas ou diame´tricas e´ totalmente inviabilizado
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para a´rvores derrubadas quando os troncos ja´ tem grandes di-
menso˜es.
4.5.5 Aplicac¸a˜o Pra´tica dos Me´todos de Cubagem
Esta aplicac¸a˜o pra´tica dos me´todos absolutos de Smalian, Huber
e Newton esta´ descrito em (MACHADO; FILHO, 2009).
Aqui faremos o ca´lculo do volume do tronco de uma a´rvore com
casca e sem o toco. O diaˆmetro com casca (dc/c) e´ fornecido em cent´ı-
metros, logo a fo´rmula usada para determinar a a´rea tranversal da tora
com casca (gc/c) em metros quadrados e´
g =
pid2
40000
.
Para os me´todos absolutos, considerou-se a primeira sec¸a˜o com
1, 2 m de comprimento (l1) e as demais com 2, 0 m, deixando-se um
toco de 10 cm de altura (ponto me´dio de corte). A a´rvore utilizada no
exemplo tinha um DAP com casca de 22, 3 cm e altura total de 15, 9 m.
I Ca´lculo do Volume por Smalian
Observe a Tabela 12 e a Figura 30:
Tabela 12: Dados para Cubagem por Smalian
Campo Empresa
h(m) dc/c(cm) gc/c(m
2)
0, 1 27, 7 0, 0603
1, 3 22, 3 0, 0391
3, 3 20, 3 0, 0324
5, 3 18, 8 0, 0278
7, 3 17, 5 0, 0241
9, 3 14, 3 0, 0161
11, 3 9, 5 0, 0071
13, 3 6, 0 0, 0028
15, 3 1, 2 0, 0001
73
Figura 30: Esquema para Cubagem por Smalian
Efetuando o ca´lculo das toras com casca por Smalian, temos:
v1 =
(
g0,1 + g1,3
2
)
.l1 =
(
0, 0603 + 0, 0391
2
)
.1, 2 = 0, 0596 m3
v2 =
(
g1,3 + g3,3
2
)
.l2 =
(
0, 0391 + 0, 0324
2
)
.2 = 0, 0715 m3
Aplicando a fo´rmula para as demais seis toras (tora 3 a 8), segue que:
v3 = 0, 0602 m
3 v6 = 0, 0232 m
3
v4 = 0, 0519 m
3 v7 = 0, 0099 m
3
v5 = 0, 0402 m
3 v8 = 0, 0029 m
3
Determinando o volume da ponteira, isto e´:
vp =
g15,3.lp
3
=
0, 0001.0, 6
3
= 0, 00002 m3.
Portanto, o volume total com casca dessa a´rvore pelo me´todo de Sma-
lian e´:
vc/c =
8∑
i=1
vi + vp = 0, 31942 m
3.
I Ca´lculo do Volume por Huber
Observe a Tabela 13 e a Figura 31:
Efetuando o ca´lculo das toras com casca por Huber, temos:
v1 = g0,7.l1 = 0, 0483.1, 2 = 0, 0580 m
3
v2 = g2,3.l2 = 0, 0337.2 = 0, 0674 m
3
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Tabela 13: Dados para Cubagem por Huber
Campo Empresa
h(m) dc/c(cm) gc/c(m
2)
0, 7 24, 8 0, 0483
2, 3 20, 7 0, 0337
4, 3 19, 4 0, 0296
6, 3 18, 1 0, 0257
8, 3 17, 0 0, 0227
10, 3 11, 5 0, 0104
12, 3 7, 6 0, 0045
14, 3 4, 5 0, 0016
15, 3 1, 2 0, 0001
Figura 31: Esquema para Cubagem por Huber
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Aplicando a fo´rmula para as demais seis toras (tora 3 a 8), segue que:
v3 = 0, 0592 m
3 v6 = 0, 0208 m
3
v4 = 0, 0514 m
3 v7 = 0, 0090 m
3
v5 = 0, 0454 m
3 v8 = 0, 0032 m
3
Determinando o volume da ponteira, isto e´:
vp =
g15,3.lp
3
=
0, 0001.0, 6
3
= 0, 00002 m3.
Portanto, o volume total com casca dessa a´rvore pelo me´todo de Huber
e´:
vc/c =
8∑
i=1
vi + vp = 0, 31442 m
3.
I Ca´lculo do Volume por Newton
Observe a Tabela 14 e a Figura 32:
Figura 32: Esquema para Cubagem por Newton
Efetuando o ca´lculo das toras com casca por Newton, temos que:
v1 =
(
g0,1 + 4.g0,7 + g1,3
6
)
.l1
=
(
0, 0603 + 4.0, 0483 + 0, 0391
6
)
.1, 2
= 0, 0585 m3
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Tabela 14: Dados para Cubagem por Newton
Campo Empresa
h(m) dc/c(cm) gc/c(m
2)
0, 1 27, 7 0, 0603
0, 7 24, 8 0, 0483
1, 3 22, 3 0, 0391
2, 3 20, 7 0, 0337
3, 3 20, 3 0, 0324
4, 3 19, 4 0, 0296
5, 3 18, 8 0, 0278
6, 3 18, 1 0, 0257
7, 3 17, 5 0, 0241
8, 3 17, 0 0, 0227
9, 3 14, 3 0, 0161
10, 3 11, 5 0, 0104
11, 3 9, 5 0, 0071
12, 3 7, 6 0, 0045
13, 3 6, 0 0, 0028
14, 3 4, 5 0, 0016
15, 3 1, 2 0, 0001
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v2 =
(
g1,3 + 4.g2,3 + g3,3
6
)
.l2
=
(
0, 0391 + 4.0, 0337 + 0, 0324
6
)
.2, 0
= 0, 0688 m3
Aplicando a fo´rmula para as demais seis toras (tora 3 a 8), segue que:
v3 = 0, 0595 m
3 v6 = 0, 0216 m
3
v4 = 0, 0516 m
3 v7 = 0, 0093 m
3
v5 = 0, 0437 m
3 v8 = 0, 0031 m
3
Determinando o volume da ponteira, isto e´:
vp =
g15,3.lp
3
=
0, 0001.0, 6
3
= 0, 00002 m3.
Portanto, o volume total com casca dessa a´rvore pelo me´todo de New-
ton e´:
vc/c =
8∑
i=1
vi + vp = 0, 31612 m
3.
4.5.6 Deslocamento de A´gua
O volume de um so´lido mesmo que irregular e qualquer que seja
sua configurac¸a˜o pode ser determinado pelo deslocamento de a´gua. Este
me´todo consiste em mergulhar a tora num recipiente com a´gua e medir
o volume de a´gua deslocado, fornecendo assim o volume da tora. O re-
cipiente com a´gua no vocabula´rio florestal e´ conhecido como Xiloˆmetro.
I Xiloˆmetro
O xiloˆmetro deve ser utilizado preferencialmente em toras meno-
res e em pequena escala operacional, tendo em vista o gasto excessivo
de tempo para a realizac¸a˜o das operac¸o˜es de manuseio das toras. Em
florestas de cerrado ou na caatinga que apresentam fustes tortuosos e
retorcidos e´ indicado o xiloˆmetro, pois o emprego de me´todos anal´ıticos
e´ trabalhoso e com resultados pouco eficientes. (LOETSCH; F.ZO¨HRER;
HALLER., 1973) menciona que o me´todo mais acurado para obter o vo-
lume real e´ o xiloˆmetro, ao qual e´ adotado como referencial para testar
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a acuracidade de outros me´todos. O xiloˆmetro consiste de um tambor
meta´lico cil´ındrico com graduac¸o˜es laterais diretas ou com colocac¸a˜o
de um tubo externamente que conte´m a graduac¸a˜o. Veja a Figura 33.
Figura 33: Xiloˆmetro
Determinar o volume real por este me´todo elimina duas fontes
de erros t´ıpicas dos me´todos anal´ıticos:
a) independe da forma do tronco;
b) na˜o requer as medidas de diaˆmetros e comprimentos, logo os erros
na medic¸a˜o dessas varia´veis sa˜o eliminadas.
Por outro lado, este me´todo tera´ erro quando:
a) a a´gua penetra na tora;
b) a tora na˜o esta´ totalmente submersa;
c) a a´gua estiver turva, significando mudanc¸a em sua densidade;
d) houver acu´mulo de sedimentos no fundo do xiloˆmetro.
4.6 CONCLUSO˜ES SOBRE OS ME´TODOS DE CUBAGEM
Muitas pesquisas foram e continuam sendo feitas em relac¸a˜o aos
me´todos de cubagem. Colocaremos aqui va´rias concluso˜es e compara-
c¸o˜es relacionadas a esses treˆs me´todos de cubagem e xiloˆmetro. Vale
lembrar que os me´todos absolutos de Smalian, Huber e Newton teˆm sido
largamente empregados por profissionais florestais de todas as partes
do planeta, devido as facilidades de usos que os mesmos apresentam.
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• (HUSCH; MILLER; BEERS, 1982) menciona que a fo´rmula de New-
ton e´ exata para todos os troncos dos so´lidos geome´tricos (para-
bolo´ide, neilo´ide e cone). As fo´rmulas de Smalian e Huber sa˜o
exatas somente quando o so´lido e´ um tronco de parabolo´ide. Os
autores exemplificam que se as linhas de superf´ıcie de uma sec¸a˜o
da a´rvore sa˜o mais convexas do que o tronco de parabolo´ide, a fo´r-
mula de Huber superestimara´ o volume enquanto que a fo´rmula
de Smalian subestimara´ o volume. Mas se as linhas de superf´ıcie
de uma sec¸a˜o da a´rvore sa˜o menos convexas do que o tronco de
parabolo´ide (o que ocorre frequentemente), a fo´rmula de Smalian
superestimara´ o volume enquanto que a fo´rmula de Huber subes-
timara´ o volume. Os autores ainda citam que, caso na˜o se admita
grandes erros na cubagem, na˜o se deve usar a fo´rmula de Smalian
para comprimentos de sec¸o˜es de toras maiores que 1, 20 m e que
para sec¸o˜es de comprimentos de 2, 40 m ou 4, 80 m as fo´rmulas
de Newton e Huber fornecem os melhores resultados. Em geral a
fo´rmula de Newton apresenta melhores resultados para qualquer
parte da a´rvore, exceto para a parte basal com excessiva deforma-
c¸a˜o. Para essa parte, a fo´rmula de Huber dara´ melhor resultado.
A fo´rmula do para´bolo´ide ou do cone sa˜o adequados para deter-
minar o volume da ponta da a´rvore (ponteira), e a do cilindro e´
normalmente empregada para calcular o volume do toco, embora
sua forma se aproxime mais do tronco da neilo´ide.
• (MACHADO; NADOLNY, 1991) utilizaram sec¸o˜es com comprimen-
tos de 1, 2, 3, 4 e 6 m e determinaram os volumes de a´rvores
de Pinus Elliotti pelas fo´rmulas de Smalian, Huber e Newton,
comparando-as com os volumes obtidos pelo Xiloˆmetro e conclu´ı-
ram:
a) Huber e Newton foram os melhores para calcular o volume
total;
b) Huber foi a melhor para a parte inferior da a´rvore para todos
os comprimentos de sec¸o˜es testados, seguido por Newton;
c) Na base, em que a forma tende ao neilo´ide e no topo, em
que tende a` para´bola cu´bica ou cone, as fo´rmulas conside-
radas, deixaram a desejar quanto a` eficieˆncia. Ja´ na porc¸a˜o
intermedia´ria que se assemelha a um so´lido parabo´lico, os
me´todos foram eficientes, comprovando-se a forma mais re-
gular dessa parte do tronco;
d) Na˜o houve diferenc¸a significativa entre os comprimentos tes-
tados, exceto quando se empregou a fo´rmula de Smalian com
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4 e 6 m.
• (BIGING, 1988) menciona que o erro total na determinac¸a˜o do
volume pode ser advindo de medic¸o˜es nos diaˆmetros (ou compri-
mentos) e (ou) das fo´rmulas matema´ticas empregada. Ao analisar
os erros espec´ıficos de cada um, esse autor concluiu que erros de
ate´ um de´cimo de polegada na medic¸a˜o de diaˆmetros e de um
de´cimo de pe´s na medic¸a˜o da altura, alteraram o volume entre 1
a 4% e que o erro total variou de 2 a 7%, dependendo do me´todo,
do comprimento da sec¸a˜o e da severidade dos erros de medic¸o˜es.
• No Brasil, a fo´rmula de Smalian e´ a mais usada nos levantamentos
florestais aplicada a sec¸o˜es curtas (menores do que 1, 20 m), mais
pela praticidade de emprego do que por questo˜es de acuracidade.
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5 APLICAC¸A˜O NO ENSINO ME´DIO
Apresentamos aqui um Plano de Aula a qual envolve uma apli-
cac¸a˜o de geometria espacial, especificamente sobre volumes. O tema
abordado sera´ cubagem de a´rvores. Este plano de aula sera´ executado
em 2015, quando a Empresa Brochmann Polis (Curitibanos – Santa Ca-
tarina) estiver fazendo o inventa´rio florestal de algumas Fazendas neste
mesmo Estado e que conte´m como tipo de a´rvore o Pinus. A cubagem
sera´ feita em uma a´rvore e sera´ conduzida pelo engenheiro florestal
Wolney Ce´sar Felipe. Os alunos do Cole´gio Sa˜o Bento (Criciu´ma –
Santa Catarina) visitara˜o uma Fazenda (campo) pro´xima a Empresa.
As aulas ocorrera˜o em treˆs momentos: em sala de aula (Criciu´ma), no
campo (Fazenda pro´xima a Curitibanos) e na empresa (Curitibanos).
PLANO DE AULA
T´ıtulo
Cubagem de uma A´rvore.
Nı´vel de Ensino
Me´dio.
Ano
Terceiro.
Componente Curricular
Matema´tica.
Durac¸a˜o
15 aulas (40 minutos cada).
Modalidade de Ensino
Presencial.
Objetivo
As presentes aulas teˆm como intuito dar ao aluno noc¸o˜es ba´sicas de
Cubagem de uma A´rvore utilizando-se do Me´todo de Smalian para de-
terminar o volume do tronco da a´rvore e comparar com o me´todo de
deslocamento de a´gua (Xiloˆmetro).
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Recursos Dida´ticos
Suta, Vara Telesco´pica, Fita Diame´trica, Motosserra, Xiloˆmetro, Cal-
culadoras, Canetas e Pape´is.
Procedimentos Dida´ticos
• Explanac¸a˜o em sala de aula dos conceitos matema´ticos envolvidos na
cubagem de uma a´rvore;
• Explanac¸a˜o em sala de aula dos me´todos para fazer a cubagem de
uma a´rvore;
• Explanac¸a˜o em sala de aula dos procedimentos para a cubagem de
uma a´rvore;
• Explanac¸a˜o em sala de aula do me´todo de deslocamento de a´gua;
• Conduc¸a˜o dos Alunos, Professor, Engenheiro Florestal e Madeireiro
ao campo;
• Escolha de uma a´rvore em que o solo onde os alunos se encontram
esteja no mesmo n´ıvel de elevac¸a˜o da a´rvore que deseja cubar;
• Fazer a medic¸a˜o do DAP (Diaˆmetro da Altura do Peito – 1, 30 me-
tros) e da altura da a´rvore;
• Fazer o corte da a´rvore com a motosserra;
• Retirar os galhos do tronco com a motosserra;
• Apo´s a cubagem do tronco da a´rvore, cortar o tronco em toras;
• Deslocamento para a fa´brica para determinar o volume das toras com
o Xiloˆmetro.
Metodologia
1◦ Momento – em sala de aula
• Explicar sobre do que se trata a cubagem de uma a´rvore;
• Explicar porque a cubagem tem um papel importante na atividades
florestais;
• Expor quais conceitos geome´tricos sa˜o envolvidos;
• Explicar os me´todos de cubagem mais usados (Smalian, Huber e New-
ton) e retificar que o me´todo de Smalian e´ o mais usado pela facilidade
de sua aplicac¸a˜o;
• Explicar o me´todo do deslocamento de a´gua com o uso do Xiloˆmetro.
2◦ Momento – no campo
• Explicac¸a˜o pelo Engenheiro Florestal de como usar a suta e como
obter sua leitura;
• Solicitar aos alunos que fac¸am a medic¸a˜o do DAP (com casca) com
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a suta e que todos anotem o valor obtido;
• Explicac¸a˜o pelo Engenheiro Florestal de como usar a vara telesco´pica
e como obter sua leitura;
• Solicitar aos alunos que fac¸am a medic¸a˜o da Altura Total da a´rvore
com a vara telesco´pica e que todos anotem o valor obtido;
• Pedir aos alunos que todos fac¸am o ca´lculo da a´rea tranversal com a
medida do DAP;
• Explicar aos alunos que a somato´ria de todas as a´reas tranversais de
todas as a´rvores por hectare nos fornece o grau de ocupac¸a˜o do terreno
florestal;
• Corte feito pelo madeireiro da a´rvore e retirada de todos os galhos do
tronco principal;
• Solicitar aos alunos que fac¸am uma tabela com uma coluna para as
alturas absoluta estipulada pelo Engenheiro Florestal e outra coluna
com os diaˆmetros tomados respectivamente a cada altura tomada;
• Solicitar aos alunos que fac¸am as marcac¸o˜es das alturas absolutas es-
tipulada com a fita diame´trica no tronco da a´rvore, e que todos anotem
os valores dessas alturas;
• Solicitar aos alunos que fac¸am as medic¸o˜es dos diaˆmetros cruzados
(com casca) em cada altura absoluta estipulada com a suta e que apo´s
feita a me´dia aritime´tica desses diaˆmetros cruzados em cada altura, to-
dos anotem os valores desses diaˆmetros;
• Orientar os alunos para que dividam o tronco desde a base ate´ o topo
em sec¸o˜es, e que apliquem para cada sec¸a˜o a fo´rmula de Smalian, com
excec¸a˜o da ponteira;
• Solicitar aos alunos que fac¸am a soma dos volumes de cada sec¸a˜o,
com excec¸a˜o da ponteira;
• Orientar os alunos para que apliquem a fo´rmula do volume do cone
para a ponteira;
• Pedir aos alunos que determinem enta˜o o volume total do tronco da
a´rvore;
• Corte feito pelo madeireiro do tronco em toras nas alturas marcadas;
• Deslocamento de todos e das toras para a fa´brica.
3◦ Momento – na fa´brica
• Explicac¸a˜o pelo Engenheiro Florestal de como funciona o Xiloˆmetro
e como se faz a leitura do volume;
• Colocac¸a˜o de cada tora dentro do Xiloˆmetro;
• Solicitar aos alunos que fac¸am a leitura do volume de cada tora e
anotem os resultados;
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• Pedir aos alunos que determinem enta˜o o volume total do tronco da
a´rvore;
• Solicitar aos alunos que fac¸am a comparac¸a˜o do volume obtido por
Smalian e pelo Xiloˆmetro;
• Perguntar aos alunos se houve diferenc¸a nos resultados dos volume
obtidos nos dois me´todos;
• Explicar aos alunos que o Xiloˆmetro fornece o volume exato da a´r-
vore, mas o seu uso e´ complicado, pois requer os deslocamento de todas
as toras para a fa´brica, e isso e´ muito trabalhoso e gera custos;
• Explicar aos alunos que em inventa´rios florestais, para se determinar
o volume de uma floresta, esta e´ feita por amostragem;
• Explicar tambe´m aos alunos que ao se vender as toras, a Empresa
que compra paga o prec¸o baseado no volume determinado no inventa´rio
feito pela Empresa que vende as toras. Se tal Empresa desconfie que
haja erros grosseiros no volume determinado no inventa´rio, caso ela te-
nha o Xiloˆmetro e use para determinar o volume exato, concluindo que
ha´ diferenc¸a consistentes, ela tem o direito de ser reembolsado por esta
diferenc¸a pela Empresa que vendeu as toras.
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CONCLUSA˜O
Apo´s a realizac¸a˜o deste trabalho, que procurou expor os princi-
pais me´todos de Cubagem de A´rvore, verificamos que os me´todos de
Smalian, Huber e Newton sa˜o me´todos que visam determinar o volume
de uma a´rvore. Volume este que e´ uma informac¸a˜o essencial no direci-
onamento racional e sustenta´vel dos recursos dispon´ıveis nas florestas.
Apresentamos a justificativa de diversos autores, que atrave´s de
pesquisas fundamentadas, fazem as comparac¸o˜es entre tais me´todos.
Este trabalho intitulado por Cubagem de A´rvores reuniu infor-
mac¸o˜es de va´rios autores (ver refereˆncia bibliogra´fica) que se dedicaram
ao tema e que teve como objetivo esclarecer a mensurac¸a˜o de diaˆmetro
e altura, culminando na mensurac¸a˜o do volume.
Tudo que aqui foi colocado teve como ide´ia revelar que diversos
conceitos matema´ticos servem de suporte para a construc¸a˜o da cieˆncia
florestal. Afirmar que muitos desses conceitos sa˜o vistos ainda no ensino
ba´sico e que e´ poss´ıvel ingressar o aluno em atividades pra´ticas que
visam aplicar os conhecimentos adquiridos em sala de aula.
Na parte final deste trabalho, foi colocado como Aplicac¸a˜o no
Ensino Me´dio, a execuc¸a˜o de um Plano de Aula, que tem como meta
colocar os alunos no campo para a Cubagem de uma A´rvore.
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